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I Das Gruppengesetz

Sei E C P? eine Elliptische Kurven gegeben durch die Weierstrass-Gleichung.
Das heisst nach Inhomogenisierung:

E vy +ayxy + asy = % + a2 + agr + ag

fiir a; € K bzw. K (wenn gegeben iiber K) und ausgezeichnetem Punkt
O :=[0,1,0] bei Unendlich.

Wenn L C P? eine Gerade, kliire hier das Verhalten, wie die Gerade geschnit-

ten wird (entweder ist L tangential oder schneidet drei verschiedene Punkte
von E).

Definition 1 (Verkniipfungsgesetz).

Seien P, Q) € E und L die Gerade, welche P und () verbindet bzw. bei P = @)
tangential an P liegt und R ein dritter Schnittpunkt. Betrachte die Gerade
L', welche R und O verbindet, der dritte Schnittpunkt von L' mit E (aufer
R und 0) sei P& Q.

Satz 1 (Eigenschaften von @).
(a) Sei eine Gerade L C P? gegeben, die £ an den Punkten P, Q, R schneidet,
dann gilt

(P®Q)®R=0.

(b) P®O = P fiir alle P € E.
(c) PEQ=Qa P fir alle P,Q € E.
(d) Sei P € E. Dann gibt es einen Punkt auf £ (©P, so dass

P& (eP)=0.
(e) Sei P,Q, R € E. Dann

(PeQ)®R=P®(Q®R)

(f) Wenn E/K, dann ist die Menge der K-rationalen Punkte auf E:
E(K):={(z,y) € K*: ¥’ + axxy + azy = 2° + a22” + asx + a6}

eine Untergruppe von E.



Punktgruppen auf Elliptischen Kurven 3

BEWEIS

(a) Es wurde P @ @ als dritter Schnittpunkt von L’ aufer R und O definiert.
Daher ist O der dritte Schnittpunkt der Geraden, welche P & @) und R
verbindet. Die Gerade durch O und O schneidet sonst nur O.

(b) Es wird jeweils die selbe Gerade betrachtet und man erhilt wieder P.
(c) Es werden die selben Geraden auf beiden Seiten der Gleichung betrachtet.

(d) Betrachten wir die Gerade, welche P und O verbindet, so ist der dritte
Schnittpunkt mit E das gesuchte Element ©.

(e) Wiederholung vom letzten Mal: Wir haben einen Isomorphismus x:
k:E — Pic’(E), P~ [(P)] - (O)

Wobei Pic’(E) die Gruppe Div’(E) (Divisoren mit Grad 0) ausgeteilt nach
den Hauptdivisoren ist (solche, wo man ein f € K(FE) findet, sodass (f)
gerade dieser Divisor ist). Fir P,Q € FE folgt die Assoziativitidt aus der
Gleichung

R(P® Q) = K(P) + r(Q).

Sei L C P? die Verbindungsgerade durch P und Q gegeben durch die Glei-
chung:
L:ax+ Py+yz=0.
—_———
=:F(z,y,z)

es bezeichnet R den dritten Schnittpunkt von L mit E. L’ C P? sei dann die
Verbindungsgerade von R und O. Z C P? sei die Linie gegeben durch z = 0.
Es schneidet Z E bei O mit der Multiplizitdt 3 (per Konstruktion!). Damit
gilt fiir die Divisoren:

div(F/Z) = div(F) —div(Z) = (P) + (Q) + (R) — 3(0O)
und
div(F'/Z) = div(F")—div(Z) = (R)+(P2Q)+(0)—-3(0) = (R)+(P&Q)—2(0)
Nach Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung erhilt man
(P®Q)—(P)—(Q)+(0) =div(f'/f)

da div(f'/f) ein Hauptdivisor ist, ist der Ausdruck in Pic’(E) identisch 0.
Damit ist aber

R(P & Q) — K(P) — K(Q) = 0

(f) Wenn P, @ Koordinaten in K haben, dann wird selbiges auch fiir P & @
gelten, wie man aus den Formeln ablesen kann. [
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Notation: Es wird ab sofort statt & und & die iiblichen Symbole + und —
verwendet. Und es sei fiir m € Z:

Pt...+P, m>0
————

m mal

m]:E— E,P+—m-P=

Im folgendem wird eine explizite Formel zur Berechnungen der Gruppenope-
ration bestimmt. Setze

F(z,y) = y* + azy + agy — 1> — asx® — ayx — ag

und sei Py = (xo,y0) € E. Es ist die Verbindungslinie zwischen Py und O
gegeben durch:
L:x— o — 0

wobei der dritte Schnittpunkt — Py = (xy, yg) ist. Es ist z{, = x¢ evident und
die quadratische Gleichung (in y)

F(on y) = 312 + [alx + ag]y . a2I2 — 4T — Gg
hat zwei Losungen yo und ;. Also lésst sich das Polynom in der Form

F(zo,y) = c(y — yo)(y — v0)

schreiben. Wegen [y?|F(zo,y) = 1 ist ¢ = 1 und [y]F(xo,y) = a1 + az =
—Yo — Yo ergibt
Yo = —Yo — mT —as

rzusammengefasst ist damit

Py = (950, —Yo — a1 — a3)-

Nun zur Addition: P, = (z;,y;) € E fir i = 1,2. Wenn 27 = x5 und y; +
Yo+ a1xy +a3 =0 = P = —FP = P+ P = 0. Wenn x; = 25 und
Y1+ Yo +a1xy +az3 =0= P, = —PF,, also P, + P, = O. Die Gerade durch
Py, P, hat die Form

L:y=Xx+v

Wenn x; # x9, dann ist
v BY o

Ar 19— 1
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und es gilt fiir die Abszisse

:%x +tr s v= —%x _ y1Ax — Ay, _ Y12 — Yol
=" e s p——

Ist x1 = o muss die Tangente durch P = (z1,y;) beschrieben werden. Die
Darstellung von L ist

oF OF
%(xhyl)(x — ) + a—y(l’h y1)(y — 1) = 0.

Dazu rechnet man aus:

oF

%(m,yl) = ayy; — 323 — 2asw; — ay
oF

a_y(ffhyl) =2y + a1y + as

Und man erhélt

L: (a1y; — Sxf —2ax1 —ay)(x —x1) + 21 + @121 +a3)(y —y1) =0

WO man .
. 31‘1 + 2&2[1)1 + ayq — a1y

N\ —
2y1 + a1 + as

abliest. Und es gilt

ay101 — 33 — 20007 — ay + 2yF + a1211 + asy
2y1 + a1y +as
=323 — 2a92% — agry — azys + 273 + 2a273 + 2a471 + 2a6
2y1 + ayry +as
— 25 4 a2y + 206 — asy,
2y1 + a1x1 +ag

Setze p(x) := A\x + v, dann gilt
F(x, v +v) = p(x)® + [mx + as]p(z) — 2° — axx® — ayz — ag.

Dieses Polynom hat Nullstellen zi,x9, 23 wobei P3 := (x3,y3) der dritte
Punkt von L N E ist. Es gilt P, + P, + P; = O, also P, + P, = —P;.

Schreibe wieder F'(z, \x+v) = c(x—x1)(z—22)(z—1x3), dann ist [2°] F (z, p(z)) =
—1=c=—1und [z*]F(z,p(x)) = z1 + T2 + T3 = \> + a1\ — a, also haben
wir

T3 =N+ a )\ —ay — 11 — Ty
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woraus y3 = Az3 + v folgt. Es ist also P; = (23, Ax3 + v) und

P1 + P2 = —Pg = (1‘3, —()\.173 + I/) — a1T3 — ag).
Zusammenfassend:

Satz 2 (Rechenformeln).
Sei F eine Elliptische Kurve gegeben in der Weiterstrassform:

By +ayzy + asy = % + a2 + agr + ag
(a) (Invertierungsformel) Sei Py = (z0,%0) € E. Dann
—Fy = (20, —Yo, a120 — a3).

(b) (Additionsformel) Sei P, + P, = P3 mit P, = (z;,y;) € E fir i =1,2,3.

Wenn z; = x5 und y; + y2 + a1 + a3 = 0, dann

Pl + P2 =0.
Sonst sei
v s ) X 7é X2
Lo — T2
A=
322 + 2a9xy + ag — ayiy
1 = T2
2y1 +ayx1 + asg
und
T2 — Y2y
== - - T F
a— 1 # T
UV =
—(L’? -+ a4 —+ 2(16 — asyi
Tr1 = T2
2y1 + a1 + as
Dann gilt

Igz)\2+&1>\—a2—$1—$2

ys=—(A+a)xs —v —as

(c) Fiir P, # £ P, lisst sich die 2 Koordinate so ausrechnen
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(d) Die Verdopplungsformel P = (z,y) € E:

. J/A — b4[L’2 - 2b61’ — b8
n 4.733 + b21’2 + 2b4ZI} + b6

z([21P)

wobei by = a? + 4ayg, by = 2a4 + ara3,bg = a3 + 4ag und by = a’ag + 4asag —
ajazas + axai — aj.

BEWEIS
(a) und (b) haben wir schon.

(c) Wegen Py # £ P ist A = Ay/Ax. Einsetzen liefert dann genau die Formel.
(d) .

Wenn char K # 2, dann kann iiber die Substitution

1
Y= §(y—a1$—a3)

die Gleichung in die Form
E: y2 = 4333 + 521'2 + 2b4l’ + b6

gebracht werden (b; definiert wie bei der Verdopplungsformel).

Kann man sogar char K # 2, 3 voraussetzen, dann kann man ausgehend von
dieser Gleichung mit der Substitution

:L‘—3bg Yy
(2,y) — < 36 am>

die Gleichung in die Form
E y2 = 23 — 2Tcqx — Hdeg
bringen, wobei

cy = by — 24b,
ce = —biy + 36byby — 216bg

gilt. Wenn man nun y* = 2% + ax + b annimmt, so vereinfachen sich die
arithmetischen Formeln oben.
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